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Integral Indefinida

La integral indefinida de una funcién f(x) es el conjunto de todas sus primitivas, y se representa como [ dx .
Se lee “integral de diferencial de x”. Por tanto, si F(x) es una primitiva de f(x): [ f(x)dx = F(x) + C

A C se la denomina constante de integracion, y el dx nos indica que estamos integrando respecto de x.
Propiedades de la Integral

Suma y Resta de integrales: [ f(x) + g(x)dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx

Producto por un nimero real: [k f(x)dx = k [ f(x)dx

Se pueden meter nimeros dentro de la integral siempre y cuando pongamos sus inversos fuera de ella:

ff(x)dx=%faf(x)dx ff(x)dx=af% f(x) dx

Los nimeros que multipliquen o dividan a todo el interior de la integral podrdan salir fuera de la integral
multiplicando o dividiendo.

f% f(x)dngj f(x)dx Jaf(x)dxzaff(x)dx

Tipo 1 de integrales: Integrales Inmediatas

Las integrales inmediatas son las integrales las cudles si conseguimos que dentro de la integral se cumplan unos
requisitos el resultado serd siempre inmediato y directo.

Potencias [f'(x) f(x)"dx f(x)

+1

Ejemplos: [ x3 dx=2—4+(; [(x +3)% dx = _ (x+3)? +C

1 1 (2x +3)*
f(2x+3)3dx:—f2(2x+3)3dx:_¥+C

2 2 4

1 1 (x2 +2x)*

f(x+1)(x +ZX)3dx—§f2(x+1)(x +2x) dx = o ————+C
f > d —f5(2 +3)73d _15f2(2 +3)%dx = 15(2x+3)'2_ 5 i
@c+3)? * ) g T2 -2 4(2x+3)?

3
1 1 (x+3)2"  J@x+3)8
f\/(2x+3)3dx=f(2x+3)3/2dx=EIZ(2x+3)3/2dx=E(x P _ @I .

341 5
2

Lnx 1 Ln?
—dx=j—Lnxdx=—+C
X X 2

sen?(4x sen?(4x
(4x) e (4x)

1 1
f cos(4x) sen (4x) dx = ZJ 4 cos(4x) sen (4x) dx = R — = 8 +C
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()
i ! f(x) -2
Exponenciales ff (x) a dx o a
x (x+7) ( )
Ejemplos: [# dx="—+C [40 gy =20 4 0 [ 4@ gy = L [ gexn) gy = 1 AT
n4 In4 2 2 1na

f 4" d —lfz a1 g

) T T g Ina
Exponenciales nimero e [fi(x) @ dx=e®
Ejemplos: JeX*dx=e*+C [e® N dx =D 4 ¢ [e@¥*7) gy = % [2 e®*D gx = 2 e+ 4 ¢

1 1
fxe"2 dx = - foexzdx= B + C
2 2

Logaritmo Neperiano f’;’((;)) dx = Ln |f(x)|

. R _ [senx _ [ -senx _
Ejemplos: JTg@)dx= [—— dx= — [—— dx=—Ln]|cosx| +C
J‘x+1 —1f2(x+1)d—1L|2+2|+C

2+ T2 ) T2 x
Trigonométricas [ f'(x) sen f(x) dx = — cos f(x) [ f'(x) cosf(x) dx =sen f(x)

f'(x)

JF () A +Tg*[f()]) dx =Tg f(x) —Sndx=Tg f(x)

cos?[ f(x)]

[ resecireax =g £

J® dx = Arctg f(x) f e dx = Arcsen f(x) Jﬂ dx = Arco e
1+ 720 J1-7200 V1-F2®
Ejemplos:

1 1
fx sen(x?) dx = = f2x sen (x¥)dx = — = cos(x?) +C
1 1
f cos(3x) dx = 3 f 3cos(3x)dx = 3 sen Bx)+C

f X =Tg () +C
cos?(x?) o

W=

9
fgg—zdxzjggxzdx=f ! 2dx=3f72dx=3Arctg(£)+C
T g :

X
9 9 3 3
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Tipo 2 de integrales: Integrales por Partes

Las integrales por partes se aplica cuando el integrando es un producto de dos funciones y ninguna de ellas es la

derivada de la otra:

| 160 - 9x) dx = Siendo £(x) = 9/ y () # £

fudvzu v — fvdu

Para saber a qué llamamos u o dv utilizaremos ALPES, la funcién que esté por encima serd la u.

A: Arcos

L: Logaritmicas
P: Potencias

E: Exponenciales

S: Seno y coseno

Ejemplo: [x* - e¥dx=x>-e"— [2x - edx=x"-e*—[2x - e*— [e* -2dx]=
u=x2 du=2xdx u=2x du=2dx
dv=e*dx v= e* dv=e*dx v=e*

=x?-e*—[2x-e"—2-e"]=x>-e"—2x-e*+2e" =" (x*-2x+2)

Ciclica: [cos(x) - e*dx = sen(x) - e*— [sen(x) - e*dx ==
u=e* du=e*dx u=e* du=e*dx
dv = cos(x) dx v = sen(x) dv = sen(x)dx v = —cos(x)

= sen(x) - e*—[—cos(x) - e*— [ —cos(x) - e*dx] =
fcos(x) - e*dx =sen(x) - e+ cos(x)- e* — fcos(x) - e*dx

I =sen(x) - e+ cos(x) - e*— I
2I = sen(x) - e* + cos(x)- e*

1 sen(x) - e* + cos(x)- e* e*(sen(x)+ cos(x))

> > +C
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Tipo 3 de integrales: Integrales Racionales con numerador con mayor o igual grado que el denominador

Las integrales racionales se aplican cuando el integrando es un cociente de polinomios donde el polinomio del
numerador tiene mayor o igual grado que el polinomio del denominador.

@ dx = Siendo f(x)y g(x) dos polinomiosy g(x) < grado que f(x)

g(x)
Se usa la regla de la divisién para modificar al integral: D = d * C + R; al dividir toda la expresién entre el
D R
divisor nos queda: — = C 4+ —
weeta d
2
Ejemplo: fxx? = Al dividir con “cajita” nos sale Resto 9 y Cociente x-3 ; podremos convertir la integral en

dos integrales:

x? 9 x?
f =fx—3dx+f—dx=——3x+9Ln|x+3|+C
x+3 x+3 2

Tipo 4 de integrales: Integrales Racionales con numerador con menor grado que el denominador

Las integrales racionales se aplican cuando el integrando es un cociente de polinomios donde el polinomio del
numerador tiene menor grado que el polinomio del denominador.

% dx = Siendo f(x)y g(x) dos polinomiosy g(x) > grado que f(x)

Si el grado del numerador es menor que el del denominador, se calculan las raices del denominador.
Vamos a estudiar los dos casos siguientes.

Caso 1: Si todas las raices del denominador son reales (a,b,c...), el cociente de polinomios se descompone en una
suma de fracciones segun la siguiente regla:

o _ A
* Cada raiz simple a contribuye a esa suma con un sumando de la forma: —

B
(x=Db)?

. , 4
+ Cada raiz doble b contribuye a esa suma con dos sumandos de la forma: —t

B c
(x=0)? = (x—0)®

A . A
* Cada raiz triple ¢ contribuye a esa suma con tres sumandos de la forma: y—

24 5y
Ejemplo: fM dx =

x3+ x2-2x
Primero se sacan las raices del denominador: en este caso son: x, = 0; x, = 1y x5 = -2 Por tanto:

2x*+ 5x—-1 A B C  A-(x+2)-x-D+B-x-(x=1)+C -x - (x+2)

x3+x2—2x_x+x+2+x—1 x-(x+2)-(x—1)

Igualamos los dos numeradores:

2x24+ 5x—1=A- - (x+2)-(x—1D+B 'x - (x—1)+C "x - (x+2)
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Calculamos A, By C dando valores a la ecuacién (mejor usar las raices para que sea més rdpido)

Para x=0 quedaria -1=-2 A donde A= 1/2
Para x= -2 quedaria -3 = 6 B donde B = -1/2

Para x = 1 quedaria é = 3C donde C = 2

f2x+5x_1 fd f +f d—1L|| 1L|+2|+2L| 1]
x3+x2—2x X — Zx X an n|x n|x
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